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The “cylinder conjecture” is to suppose that, if K is a gauge, the critical 
constants of C(K) = K x ] - 1, + 1 [C R”+r and of its basis KC R” are equal. 
The connection with packing constants is studied. The concept of Za(ssenhaus)- 
packing is introduced. @z, G + (i - l>a (G a lattice) is a linear h-lattice, 
<L(K), $‘(K), Q,‘(K), i;(K) the maximum density for translates of K by a linear 
h-lattice if the translates form a Za-packing for 5, a packing for 7, and if this 
packing is strict for h. For K a bounded central star body, it is possible to find 
H with &(C(K)) < 2 &I(K). H is precised for K a gauge and for K = B”. It is 
proved by Woods’ methods that vI(C(B4)) = supi=,,,,,,,., ii( a result of 
Cleaver is used. 
INTRODUCTION 
On connait la “conjecture des produits” selon laquelle la constante 
critique du produit de deux jauges serait Cgale au produit des constantes 
critiques de chacun des facteurs. Cette conjecture drifiee si l’espace 
produit a pour dimension 2 ou 3 n’est actuellement infumee par aucun 
contre-exemple. Une conjecture plus restrictive dite “conjecture des 
cylindres” concerne l’eventualite de la meme Cgalitt dans le cas particulier 
d’un “cylindre” construit sur une jauge. Dans la suite nous supposerons 
toujours que le cylindre C(K) construit sur la base K de R” est dans Rn+l 
le produit K x ]- 1, + 1 [. Woods [15] a montre que la conjecture est 
exacte dans le cas du cylindre de R4 construit sur la boule unite de R3. 
Le pas suivant peut &tre de calculer la constante critique du cylindre de R5 
construit sur la boule unite de R4. 
Le probltme est d’etudier les rapports entre la constante critique 
d’un cylindre et celle de sa base. On montre ici que cela se ram&e a 
Ctudier les rapports entre la constante d’empilement regulier du cylindre 
et certaines constantes d’empilement de la base. Pour ne pas se limiter aux 
jauges il a fallu introduire les empilements au sens de Zassenhaus (cf.[l6]). 
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On en a profit6 pour dCmontrer dans ce cas certains thCo&mes connus 
dans le cas des empilements ordinaires. 
Au 1 on introduit les notions nkessaires d’empilement y compris les 
empilements au sens de Zassenhaus dits Za-empilements. Notons qu’un 
empilement d’ensembles congrus ti K revient g un Za-empilement d’enscm- 
bles congrus g l’ensemble diffkrence DK. Aux empilements, resp. Za- 
empilements consid&& sont attachkes des notions de densit&, notions 
qu’on prkise dans les cas qui nous intkessent. On consid&e notamment 
l’union disjointe d’un r6seau et de h - 1 de ses translatCs (h est un entier 
21). On appelle cette union r&sew d’indice h; on appelle ch(K), resp. 
$(K) les densit& maxima d’ensembles congrus B K dkduits de K par des 
translations formant un r&eau d’indice h et formant un Za-empilement, 
resp. un empilement; on pose &+(K) = supIGkGh c,(K), q&(K) = 
supl(k(A qk(K). Les constantes notkes 17 ont dkjja CtB considtrtes, celles 
notkes 5 semblent nouvelles. On montre aussi que lorsque K est un ouvert 
bornt contenant l’origine 0, ces densit& appelkes constantes de Za- 
empilement, resp. empilement sont atteintes. On pose ll(K) - c(K) et 
de m&me pour q. 
On connait, dans R2, des Za-empilements non rkguliers d’indice 2 
plus denses que l’empilement rkiulier associC le plus dense et cela conduit 
immkdiatement 5 des exemples de cylindres de R3 ayant une base Ctoilke 
centrte bornCe dont la constante critique est plus petite que celle de sa 
base. Cela montre que dans la “conjecture des cylindres” on ne peut 
remplacer jauge par corps CtoilC born& On introduit les Za-empilements, 
resp. les empilements d’indice h dent la base est l’union disjointe d’un 
rtseau et des translat& de ce rQeau par les multiples entiersja (0 < j < It) 
d’une m&me translation a; on appelle cette base rkseau Zintfaire d’indice h 
et on note ch’(K), resp. qh’(K)les constantes d’empilement correspondantes. 
On montre que, pour tout h > 1, on a 2&‘(K) < LJC(K)). Tout cela 
est fait au 2. 
Au 3, on montre que, dans le cas particulier oh K est un corps &oil6 
cent& borni, il existe une constante H, dependant seulement de K, telle 
que c(C(K)) < 2&‘(K). Cela r&&e du fait que, dans ce cas, le cylindre 
C(K) poss6de des rtseaux critiques ayant n + I points IinCairement 
indtpendants dans une de ses bases. La constante H est borrke supkrieure- 
ment par l’indice d’un tel rkseau critique par rapport au rkseau engendrk 
par les n + 1 points prCcCdents. 
Au 4, on dtudie le cas particulier oil K est une jauge de R” et aussi 
celui oti c’est une jauge strictement convexe; on peut alors prendre 
H = m,+, resp. H = %,+, oh m, , resp. FG, est d6fini comme il suit: 
soit, dans R”, un “octa&dre” Q, enveloppe convexe ouverte des points fat 
oh les a, sont n points lineairement indbpendants; soit M le rbseau ayant 
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pour base les ai ; soit roZ resp. m l’ensemble des reseaux L&-permis et 
contenant A4 resp. l’ensemble de ceux d’entre eux qui n’ont pas dans les 
faces de 0, d’autres points que les sommets de l’octabdre; mrs resp. Fi, 
est l’ordre maximum de G/M pour G dans ‘%I resp. !0I (on sait, cf. El], 
[2]et [3],quepourn=2,3,4onam,==2,4,18,resp.E,= 1,2,5et 
que pour n quelconque on a m, < n!). 
On a alors tgalement q(C(K)) < vH’(K). On ttudie ensuite le cas oh K 
est la boule unite B, de R”. On peut alors prendre pour H la partie entiere 
P n+1 - 1 dune constante /3n+I 1iCe de faGon simple a la constante d’empile- 
ment quelconque de B,,, . Pour n = 3, on a /I4 + 1 = 4; en tenant 
compte de cela, on peut simplifier la demonstration donnee par Woods 
de l’egalite des constantes critiques de C(B3) et de B3 , Woods ayant tenu 
compte de H < Ei, = 5. Pour n = 4, on u pr, f 1 = 7; par suite 
q(C(B,)) = v;(BJ. On dit qu’un reseau est d’indice strict h, s’il est 
d’indice h et s’il n’est pas d’indice k pour aucun k < h. On note par un” les 
constantes d’empilement correspondantes. Pour savoir si q(C(B,)) = r](B&, 
ce qui conduirait a 1’CgalitC des constantes critiques de C(B,) et de B4 , 
il suffirait par suite d’ttudier jh’(B4) pour h = 2, 3,4, 5,6, 7. Cleaver [7] 
a montre que 7j2(B4) = q2(B4) c’est a dire que la densitt d’indice strict 2 
des boules de R4 est egale a la densite regulibre d’empilement. Au 5, nous 
montrons, de plus, en utilisant le resultat de Cleaver et a l’aide des 
methodes de Woods, que l’on a 7(C(B,)) = SU~,~~~,,~+~,~+~ $‘(B& C’est 
un pas supplementaire vers la conjecture non demontree $C(B,)) = q(B,). 
Certains resultats sont dans [4]. 
1. ZA-EMPILEMENTS ET EMPILEMENTS-DENSIT& 
X &ant une partie discrete de R”, la densite de X notee dens(X) se 
definit comme iI suit: 
pour t > 0, soit A(t) 1C nombre de points de X contehus dans l’hyper- 
cube CT,, d’equation 1 xi 1 < t (i = l,..., n), la densite de X est la limite 
superieure de A(t)/(2t)” quand t augmente indefiniment. 
Si, dans R”, on designe par A @ B l’union disjointe de A et de B (la 
notation suppose A n B = ET), on a les proprietes suivantes 
dens(@) = 0, dens(d 0 B), = dens(A) + dens(B), 
dens(uX) = dens(X) quelle que soit l’isometrie (T de R”. 
On designe par d(G) la valeur absolue du determinant dune des bases du 
reseau G. Une partie discrete de la forme X = &, (G + ti) OB les 
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ti (i = I,..., h) sont h points de Rn tels que tl = 0, ti - ti $ G pour 
i # j (j = l,..., h) est un rCseau d’indice h si G est un rkseau, car alors 
G + ai et G + a, sont disjoints pour i # j. 
PROPOSITION 1.1. Si X = Of=, (G + ai) est un rkseau d’indice h, on a 
dens(X) = h/d(G). 
Preuve. Elle est laisske au lecteur. 
Dans la suite, pour x E R”, on dtsigne par K, le translatk K + x d’une 
partie K de R” et pour X C Rn on pose U(K, X) = UZEX K, . Pour L C R”, 
I’ensemble dilT&ence de L not4 DL est l’ensemble des I - I’ quand I et 1 
parcourent L. 
On dCsigne par .T” l’ensemble des parties discretes de R” contenant 0. 
Pour un couple (K, X), avec 0 E K et X E so, on peut considkrer les 
trois propriMs 
(i) X n K = {O}, (ii) DX n K = {0}, (iii) DX n DK = (0). 
La validitt de (i) s’exprime par “X est K-permis”. On dit que U(K, X) 
est un empilement de parties congrues A K par translation de base X si 
pour tout couple (x, y) de points distincts de X, K, et K2/ sont disjoints; 
comme il est immddiat que “K, n K, # o ” Cquivaut A “y - x E DK” 
1’8nond “U(K, X) est un empilement” Cquivaut A 1’CnoncC “DX n DK = 
W’; on a ainsi interprttt (iii). La validit de (ii), qui tquivaut au fait que 
pour tout couple (x, y) de points distincts de X on a y $ K, , ce qui peut 
s’exprimer en disant que “X est s&park par les translatks de K”, sera 
exprimte en disant que “U(K, X) est un Za-empilement”. 
Remarque. Lorsque K est une jauge, 1’CgalitC DK = 2K montre que 
les CnoncCs “U(K, X) est un empilement” et “U(2K, X) est un Za-empile- 
ment” sont equivalents; les notions d’empilement et de Za-empilement 
ne sont done pas substantiellement distinctes pour les jauges. En parti- 
culier, si X est un r&eau G on a DX = G et “U(K, G) est un empilement” 
tquivaut A “G est permis pour 2K”. 
Pour un couple (K, X), comme ci-dessus, on dkfinit la densitt de U(K, X) 
par dens(U(K, X)) = dens(K, X) = vol(K). dens(X), si I’on suppose de 
plus que K est mesurable et a pour mesure vol(K). 11 faut remarquer que 
les densit. ainsi dkfinies sont des invariants affins. Sont ainsi dCfinies 
pour K mesurable, ce qu’on suppose toujours dans la suite, et en parti- 
culier, les densit& d’un empilement et d’un Za-empilement de parties 
congrues k K par translation. 
Soit $(K), resp. E(K) la partie de SY” formte des X discrets qui sont la 
base d’un empilement resp. d’un Za-empilement de parties congrues B K 
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par translation. sup, dens(K, X) pour X parcourant 4(K), resp. 9(K) est 
la constante d’empilement relative d $(K), resp. E(K). On la designe par 
q*(K), resp. c,(K). On distinguera ces deux constantes en parlant de 
constante d’empilement, resp. Za-empilement relative a K. 
On peut definir evidemment les constantes d’empilement relatives a 
toute partie de $(K), resp. E(K). On considbre en particulier qh(K) (resp. 
Jh(K)) qui est la partie de z/(K) formee des reseaux d’indice h (resp. 
d’indice strict h). Les constantes d’empilement correspondantes sont 
notks +jdK) (req. $(K)). On pose qh(K) = sup1~k9h ijk(K) et T(K) =Q(K); 
cette derniere constante qui correspond au cas ou la base est un reseau 
est appelee constante d’empilement regulier. 




Cependant i,(K) peut ne pas &tre borne: il en est ainsi, par exemple, si K 
est un ouvert d’interieur non vide tel qu’existe une droite D avec 
D f~ K = {O}, car alors existe un rtseau G permis pour K avec d(G) < E 
quel que soit E > 0 donne et cela entraine la non finitude de c(K). 
Un reseau X d’indice h est linkaire si l’on a X = @f=, (G + (i - 1)a) 
oh G est un reseau et a un point de R”. 
On peut considerer les constantes d’empilement, resp. de Za-empilement 
de parties congrues a K pour des reseaux lineaires d’indice h; on les note 
jjh’(K), rev. L’W). On pose 77h’(K) = sup,~,~, ij,‘(K); on a 
%‘W = 71m %YK) = ij!m, 772’(K) = MO 
On peut dans la derniere phrase remplacer 17 par 1;. 
On note aussi q;(K), resp. [L(K) les densitts d’empilement, resp. de 
Za-empilement relatives aux reseaux lineaires d’indice strict h. 
PROPOSITION 1.2. Pour toute partie K on a les t!galitks 
En particulier, si K est une jauge de Rn, on a 
t%K) L’(K) t,(K) 2e ---=---$@)=-=. 
f,&(K) rl ,W) 
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Preuve. Les premihes 6galitCs rhltent des dkfinitions. Si K est une 
jauge, DK = 2K et vol(DK) = 2” vol(K). On a alors, par exemple, 
542K) = 2’+(K); or, 542K) est Cgal k c,(K) par invariance affine. 
11 rkwlte de cette proposition que, si K est un ouvert born6 contenant 0, 
c*(K) est born& en effet, K contient alors une jauge J et on a 
puisque q,(J) est born6 supkrieurement par 1. 
Pour CC R’, D C Rq, C x D dksigne dans Rp+q, l’ensemble des (c, d) 
avec c E C, d E D, le couple (c, d) &ant identifik au point z = (zl ,..., z,+,) 
avec zi = ci pour 1 < i < p et zi = di-, pour p < i < p + q. Pour les 
produits ainsi dtfinis on a la 
PROPOSITION 1.3. Pour KC RP, L C Rq, quels que soient Ies entiers 
positif k et 1 on a les inPgalitt% 
Deplus, si L est me jauge, on a &(K x L) < 2q54K). 
Preuve. On dCsigne par 5,) 5, , O,, les origines dans respectivement 
RP, RQ, RP+~. Remarquons que si X, resp. Y est une partie disc&e de RP, 
resp. RQ, on a den.@ x Y) = dens(X) * dens(Y) et que si X est un rkseau 
d’indice k et Y un rCseau d’indice 1, X x Y est un rheau d’indice kl. 
Par ailleurs, “DX n K = (5,) et DY n L = (5,)” est equivalent B 
“(DX x DY) n (K x L) = {59+q)” Ainsi U(K x L, X x Y) est un 
Za-empilement si et seulement si U(K, X) et U(L, Y) sont des Za-empile- 
ments puisque l’on a D(X x Y) = DX x DY. De plus, 
dens(K x L, X x Y) = dens(K, 1) * dens(L, Y). 
Si L est une jauge et X x Y la base d’un Za-empilement de parties 
congrues h K x L, on a dens(L, Y) < c,(L) = 2’+(L) < 24 et 
dens(K, X) ,( S,(K) d’oti 
dens(K, X) * dens(L, Y) < 2q54K) et &(K x L) < 24&(K). 
Si U(K, X), resp. U(L, Y) est un Za-empilement d’indice k, resp. 
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I, U(K x L, X x Y) est un Za-empilement d’indice kl. Par passage & la 
limite on obtient 
Un raisonnement analogue conduit aux inkgalitb concernant les 7 par 
ailleurs connues (cf. [6]). 
Pour SC R”, on appelle d(S) la constante critique de S. Notons que, 
pourvu qu’il existe des rtseaux S-permis, resp. DS-permis, on a 
(S) = vol(S)/Ll(S), resp. T(S) = vol(S)/d(DS): en effet, si G est un rCseau 
“U(S, G) est un empilement” Cquivaut B “G n DS = (0)” c’est B dire g 
“G est DS-permis” d’oh le rtsultat pour 7(S); un raisonnement analogue 
dtablit le rksultat pour l(S). 
Soit 3 la famille des rkseaux de Rn, gh la famille des rkseaux d’indice 
h et 9, = UldlcGh @, (on Ccrit gh(Rn) etc. quand on veut mettre la dimen- 
sion en Cvidence). A tout couple formt d’un elCment G de Y et d’un 
(h - 1) uple Q = (tz ,..., th) de points de R”, on associe X(G,ht) = 
ut, (G + rJ (tl = 0); c’est un ClCment de gh car G + ti coincide avec 
G + tj si ti - tj est dans G et sinon G + ti et G + tj sont disjoints. 
Inversement, k tout Cltment de g, , X = &, (G $ ti)(tl) = 0) on associe 
le couple (G, “t) oh kt = (t2 ,..., tk) et, pour tout h ) k, le couple (G, ht) 
oh, avec des notations tvidentes, ht = (9, 0). 
Si S = (f, ,..., tk) et 9’ = (5: ,..., &‘) sont deux k uples de points de 
R”, on pose ~(8, s’) = sup,~~(~ (ti’ - tJ2. Pour G E 9, J? C 9, T? est 
un voisinage de G si, 8 &ant une base de G, on peut trouver E > 0 tel 
que 2 contienne tous les rCseaux ayant une base s’ telle que v(E, 8’) < E. 
De m&me, une partie &$ de gh (h > k) est un uoisinage de X(c,rt) = X(c,ht) 
si, 8 &ant une base de G, on peut trouver E > 0 tel que &$ contienne tous 
les X(G,.ht,) , oh G’ a une base E’, tels que sup(#, E’), @t, “t’)) < E. 
On dit qu’une suite {X,1 d’C1Cments de 9, converge vers l’tlkment X 
de gh si tout voisinage de X dans 9, contient tous les X, sauf peut-&re 
un nombre fini d’entre eux. 
Pour l’espace Rn+h-l, avec h > 1, on prend pour base e, ,..., e, , 
, 
el ,..., eLl oh el ,..., e, est la base canonique de R” et e,‘,..., ea, celle de 
Rh--l; on dhigne un point de Rn+h-l par ( y, z) avec y = 2 yiei et 
z = C Zi’ei’. Avec ces notations, introduisons l’application p de gh(Rn) 
dans 31(Rn+h-1) q ui associe 9 1’Cltment X = of, (G + t,), t, = 0, 
k < h le rCseau Gx engendrk par les points (a, , O’),..., (a, , 0’), 
@2 , el’),-9 (th , &> oh 0’ est l’origine de Rh-l, a, ,..., a,, une base de G 
et oh tj = 0 pour j > k + 1. Inversement B tout rkseau r de Rn+h-l 
ayant une base de la forme (b, , 0’) ,..., (b, , 0’), (u2 , e,‘) ,..., (uh , ei-l), on 
associe l’tltment a(r) = X, = Ur=, (H + u;), u1 = 0, oti H est le rkseau 
80 ROBERT BANTEGNIE 
de R” ayant pour base b, ,..., b, . a(T) est un element de gh(Rlt) et il est 
facile de voir que p et u sont reciproques. 
En s’appuyant sur le theoreme de Mahler concernant les rtseaux, 
pour un ouvert borne contenant 0 on a le resultat suivant. 
THJ~OR&ME 1.1. Si K est un ouvert borne’ contenant 0, pour tout k >, 1, 
il existe un Za-empilement d’ensembles congrus h K par translation d’indice 
h et de densite’ ch(K). 
COROLLAIRE. Sous les mt!mes hypotht?ses, il existe un empilement 
d’ensembles congrus h Kpar translation d’indice h et de densite’ ijl(K). 
Preuve du corollaire. D’aprb le thtoreme, comme DK est borne, il 
existe un Za-empilement d’ensembles congrus a DK et de densite &(DK) 
ayant pour base X un reseau d’indice h. X est aussi la base d’un empilement 
d’ensembles congrus a K de densite 
Preuve du thkor2me. Soit, dans RA-l, CAdI l’enveloppe convexe 
ouverte des points ei’ - ej’ pour i, j = 0, I,..., h - 1 et e,’ = 0’; ChmI 
est aussi l’ensemble difference DT du simplexe T ayant pour sommets 
les ei’ (i = 0, l,..., h - 1). Nous utiliserons la 
PROPOSITION 1.4. Si K est une partie de R” contenant 0, il y a &ui- 
valence entre les &onc& 
(i) X est un &2ment de gA(R”) base d’un Za-empilement d’ensembles 
congrus h K 
(ii) GX = p(X) est un r&seau de Rn+A-l (K X (2 ~&)-permis. 
Preuve de la proposition. Elle utilise le 
LEMME 1.1. Si, duns RA--l, ZA-l dtfsigne le r&eau des points h coor- 
don&es entit+es, Zh-l n (2 &W-l) = {ei’ - ej’} (i, j = 0, l,..., h - 1). 
On sait que (i) tquivaut a l’tgalitt DX n K = (0) avec pour 
X = & (G + ti) l’egalite DX = U#,jzl,...,A (G -i- ti - t , ) .  D’autre part 
un point de GX s’tcrit: 
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oh les xi et les X,’ sont entiers et ce point appartient a K x (2 &J, si 
et seulement si sont verifiees les deux conditions 




(**I zl Xiei’ E 2 C,-, 
Utilisant le lemme 1.1, on voit que (**) est verifit settlement pour les 
points e,’ - ej’ (i,j = 0, l,..., h - 1) et pour un de ces points (*) est 
verifie si XT=, &a, + t,+l - fjfl est dans K, ce qui n’est possible que si 
le point xy=, Xiai appartient a K n DX. Ainsi (ii) entraine (i). 
Que (i) entraine (ii) se prouve de facon analogue. 
Preuve du lemme. Soit a un point de Zh-l distinct de 0’ et des points 
ei’ - ej’ (i,j = 0, I,..., h - 1). La droite O’a coupe une face de z:h-r 
en un point b qui appartient a I’enveloppe convexe fermee de h - 1 
sommets convenablement choisis de z&--l soit ql’...., &. Or, il est 
possible de verifier que si l’on considere h - 1 points lineairement inde- 
pendants pris parmi les ei’ - ej’, ces points forment une base de Zh-l; 
dans ces conditions, on peut tcrire a = C:i,’ 
20 et on a O’a/O’b = C,“r: 1 cj I = C,“r,’ & . 
&qj’ oti les cj sont des entiers 
11 est exclu que tous les & soient nuls car alors a serait confondu 
avec 0’; si deux au moins des & sont differents de 0, on a 
Cfzi tj > 2; si un seul des tj , disons ti, est different de 0 on a a = tiqi’; 
comme ti = 1 est exclu puisque, par hypothese, a est distinct de vi’, on 
a encore Cf=;’ fi > 2. Ainsi, dans tous les cas, on a O’alO’b 3 2; d’oti 
le rbultat. 
La preuve du tMo&me est maintenant immkdiate. K Ctant borne 
mesurable, il existe des reseaux d’indice h bases de Za-empilements 
d’ensembles congrus a K et z&(K) est bien dtfini; de plus K &ant ouvert, 
&K) est borne superieurement. On considere alors une suite de rtseaux 
d’indice h, (X,), telle que, pour tout r, U(K, X,) soit un Za-empilement 
et telle que Em,,, dens(X,) = ch(K)/vol(K). Alors la suite {Gx } est 
une suite de reseaux de Rn+h-l (K X (2 xh-l))-permis teller que 
lim,,, dens(Gx,) = ch(K)/h vol(K). D’aprb le thtoreme de Mahler, on 
peut extraire de cette suite un suite partielle convergeant vers un reseau 
G, qui est (K x (2 Ch-l))-permis et tel que dens(Gx) = rh(K)/h vol(K). 
Le theoreme sera Ctabli si l’on prouve que a(G,) = Xest un reseau d’indice 
h car alors on aura dens(X) = h dens(G,) = c,(K)/vol(K) et X sera la 
base d’un Za-empilement U(K, X) avec 
dens(K, X) = vol(K) . dens(X) = 5-,(K). 
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Or, Gx est un rkseau I’engendrC par des points du type (b, , O’),..., (b, , O’), 
6~ , el’),..., @ ,, , ek-3 et a(Gx) est d’indice h si et seulement si, pour 
i,j= 1 ,..., h - 1, i # j, et u1 = 0, on a uj - ui $ H, ofi H est, dans R”, 
le rCseau de base b, ,..., b, . Comme si ui - ui est dans H on a aussi 
(0, e;-l - e;-3 qui est dans F’, ce qui est exclu puisque (0, eiml - ej_J 
est un point de Rn+h-l distinct de l’origine qui est situ6 dans K x (2 ChwI) 
et que I’ est (K x (2 &-l))-permis; o(G,) est bien d’indice h. 
2. CYLINDRES ET ZA-EMPILEMENTS 
el ,..., e, &ant comme ci-dessus la base canonique de R”, on la cornpEte 
par enfl pour avoir celle de Rn+l * 0, , resp. O,,, est I’origine de R”, 
resp. Rn+l. Si & = (x1 ,..., x, , x,+J est un point de Rn+l, on pose 
x = (Xl )...) xn) et 2 = (x, x,+3. Pour K C R”, 0, E K, on pose 
C(K) = {R E Rn+l ) x E K, / x,+~ 1 < l}. Dans la suite on suppose que K est 
ouvert et borne’. De la proposition 1.3 rksultent les tgalitCs 
MC(K)) = X*(K), rl4WO) = 40 
On a aussi A(C(K))/A(K) = 2[(K)/[(C(K)) et A(D(C(K))/A(DK)= 
2q(K)/q(C(K)). Dans le cas particulier d’une jauge J, on a A(C(J))/A(J) = 
q(J)/q(C(J)). Sont ainsi ttablies des relations entre les constantes critiques 
et les constantes d’empilement r&ulier des parties K, C(K), D(C(K)), DK. 
On a aussi la 
PROPOSITION 2.1. Pour tout indice h vaut I’int!galitP A(C(K))/A(K) < 
5W)l~DO 
COROLLAIRE. (a) Si I’on peut trouver h tel que l’on ait &‘(K) > c(K), 
on a aussi A(C(K)) < A(K) et la “conjecture des cylindres” est injirmke. 
(b) L’kgalitk A(c(K)) = A(K) entrafne, pour tout h > 0, I’kgalitk 
L’(K) = 5(K). 
(4 On a, pour tout h > 0, XL’(K) < 5(W)), qh'(K) < I). 
Preuve du corollaire. C’est Bvident si on se rappelle que, par dkfinition, 
<i(K) = SUP~C%(~ c,‘(K). Dans le cas d’une jauge J; 1’6galitC A(c(J)) = A(J) 
entraine aussi qh’(J) = 7(J). 
Preuve de Ia proposition. I1 suffit de prouver A(C(K)) < vol(K)/&‘(K). 
Soit X un rtseau d’indice h lintaire tel que U(K, X) soit un Za-empilement; 
comme X est lin6aire on a DX = X u (-X); on pose 
X = & (G + (i - 1) t) 
P=l 
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et on considere, dans Rn-tl, le reseau G engendre par b, ,..., b, , 
t + (e,+,/h> oti b, ,. . ., b, est une base de G. 11 suffit de prouver que G est 
C(K)-permis: en effet, on a alors 
d(C(K)) < d(G) = d(G)/h = l/dens(X) = vol(K)/dens(K, X) 
et comme dens(K, X) peut @tre aussi proche que l’on veut de 5-,‘(K) le 
resultat est acquis. Or, si $ = (x, x,+~) est un point de G, on a, avec pour 
i = I,..., n + 1 des hi entiers, x = cbl &bi + h,+It, x,+~ = h,+Jh. 
Si l’on a j h,+i / 3 h, on a j x,+i j 3 1 et $ n’est pas dans C(K). Si l’on 
a A,+, = l (i - 1) avec E = &l et 1 < i < h, x ou -x appartient a 
G + (i - 1) t done x est dans X u (-X) = DX; or l’on a DX n K = (0,) 
ce qui entraine x = 0, ou x # K; x $ K entraine 2 $ C(K) tandis que 
x = 0, entraine 5Z = O,,, . Ainsi 6 est bien C(K)-permis. 
Remarques. (1) Rogers [l 51 et Von Wolff [14] ont construit dans R2 
des polygones ttoiles P centres a 14 cot& pour lesquels &‘(P) > S(P) ce 
qui, d’apres le corollaire (a), infirme la “conjecture des cylindres”. On a 
montrt, dans [4], qu’on peut, en suivant la mtthode de Von Wolff, trouver 
des polygones &oil& P centres a 18 c&es pour lesquels &‘(P) > S(P) 
ou L’(P) > 5(P). 
(2) Davenport et Rogers ont montrt, dans [9], qu’on peut trouver 
des polygones etoiles P centres Ph pour lesquels &‘(Ph) > h<(P,). I1 en 
resulte immediatement que pour 6 > 0 on peut trouver un polygone CtoilC 
cent& K pour lequel c,(K) 3 S-l{(K) car il suffit de prendre h < l/S 
pour avoir, pour K = Ph , l*(K) 2 &l(K) > S-l<(K); ce dernier resultat 
resume, sous une formulation differente, un resultat recent de Groemer 
(cf. [ 101). 
(3) Comme Woods dans [15] a montrt l’egalite O(C(B,)) = fl(B,), 
le corollaire (c) permet #affirmer que, pour tout h, on a I&‘(&) = <(&) 
d’ob Q’(&) = T#&) ce qui est une &ape vers la conjecture non demontree 
DEW = rlw. 
(4) 11 est facile de voir en utilisant la correspondance, entre un 
reseau lineaire d’indice h de R” et un reseau de Rn+l, introduite dans la 
preuve de la proposition 2.1 que l’on a le 
TH~OR~ME 2.1. Si K est un ouvert borne’ contenant l’origine, pour tout 
h > I existe un Za-empilement d’ensembles congrus d K par translation 
linkaire d’indice h et de densite’ ch,‘(K). 
COROLLAIRE. Sous les m@mes hypoth&es, il existe un empilement 
d’ensembles congrus h K par translation linkaire d’indice h et de densite’ 
ij,‘W). 
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3. CYLINDRES A BASE 6~01~13~ CENTR~E 
Darts ce paragraphe, on suppose que K est une partie bornee centree 
et etoilee par rapport a I’origine. 
On fait cette hypothese pour pouvoir utiliser le 
LEMME 3.1. Si K est un ouvert Ptoile centre borne’ de R”, il existe des 
reseaux C(K)-critiquespossedant, dans R + e,,, , n + 1 points lineairement 
independants. 
Preuve. Woods en a donn6 une dans [15]. 
Le corollaire (c) de la proposition 2.1 donne une borne inferieure de 
&C(K)). Avec les hypotheses faites, on a aussi une borne superieure 
donnee par la 
PROPOSITION 3.1. Si K est un ensemble e’toile’, cent&, borne, on peut 
trouver un entier H tel que c(C(K)) < 25,‘(K). 
Preuve. Pour KC R”, soit (1^’ un reseau C(K)-permis ayant n + 1 
points lineairement independants &‘,..., ci:,, dans K + e,,, et ii?’ le 
reseau engendre par les cii’. L’indice de ii& dans A’ est d’ = d(&)/d(k); 
or on a 
d’autre part d(nir’) vaut n!vol(f”) oh p’ est le simplexe enveloppe convexe 
des points &‘,..., dk, . Comme p’ est contenu dans l’enveloppe convexe 
de R + e,+, q ui est bornee, vol(T’) est borne supkrieurement, disons par 
p et on a d’ < (l/vol(K)) n! p c,(K). Or, si Jest une jauge in&se dans K, 
on a &(K)/vol(K) < 2”/vol(J) d’oh d’ < (l/vol(J)) 2”n! ,u = H’. 
(b) Soit &?T un reseau ayant pour base les points, de Rn+l, “i, ,..., 6,+, 
avec d1 = (a1 , 0) ,..., 6, = (an , 0), ci,+1 = (a,+I , 1) et (1 un reseau 
contenant A??. 11 existe alors une base 6, ,..., 6,+, de /r^ telle que les vii , 
definis pour j < i, &ant des entiers soumis aux conditions v,~ > 0, 
0 < vij < vii pour j < i, on ait 
2, = v& ) 6, = v& + v& )...) 
4 = V,l& + **- + GJ, 7 &,l = v,+& + -*. + vn+l.n+l~n+l a 
L’indice d de fi dans (1 est alors Cgal a nrzt vii . Les points 6, ,..., 6, 
ont une (n + 1)eme coordonnee nulle et sont confondus avec leurs 
projections bI ,..., b, sur l’hyperplan n, d’equation x,+~ = 0; quant 
au point &+l il a une (n + 1) coordonnee Cgale a l/~,+~,~+~. 
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Soit II, resp. M les reseaux (de R”) ayant pour base b, ,..., b, resp. 
a, ,..., a, . On a 44 = v,+~.~+~ &I). Le reseau (1^ est C(K)-permis si et 
seulement si, JJk designant, pour k entier l’hyperplan x,+~ = k/u,+l,,+l , 
on a UI~I<~,+~ n+l (/I n II,) = {O,,,}. Cela a lieu si et seulement si, pour 
x = @Ln+l V + (1 - 1) bn+d on a DX n K = (0,) car DX coincide 
avec X u (-X). Ainsi A est C(K)-permis si et seulement si X est la base 
dun Za-empilement, d’ensembles congrus a K, lineaire d’indice u,+~,~+~ . 
De plus on a dens(K, X) = u~+~,~+~ vol(K)/d(/l) = vol(K)/d(&. 
(c) Si l’on prend pour R le reseau permis A’ du (a), en posant 
,. ai = cii’ - aA+, p our i = l,..., n, B,,, = &+, , les Lii vhifient les condi- 
tions du (b) et si l’on prend pour k un reseau C(K)-critique X est un 
reseau lintaire d’indice I < H’ base dun Za-empilement de parties 
congrues a K et de densite vol(K)/d(C(K)) = ?&C(K)). 11 en resulte 
i&C(K)) G OH’ oh H = H’ i 1 est la par-tie entiere de H’. 
Remargue. 11 resulte du corollaire (c) de la proposition 2.1 et de la 
proposition 3.1 que la suite non decroissante ch’(K) est stationnaire a 
partir dun certain rang. 
4. CYLINDRES CONVEXES-CYLINDRES SPH~RIQUES 
Dans le cas particulier oh K est une jauge ou une jauge strictement 
convexe, on a la 
PROPOSITION 4.1. (i) Si K est une jauge, on peut prendre duns la 
proposition 3.1 H = m,,, ; 
(ii) Si K est une jauge strictement convexe, on peut dans la propo- 
sition 3.1 prendre H = iii,,, . 
De plus, dans les deux cas et pour les valeurs de H indiqubes on a aussi 
-dWN G rl~‘(K). 
Preuve. L’inegalite concernant les 7 resulte de la proposition 1.2. 
de (i). Avec les notations de la preuve de la proposition 3.1, si 
K est une jauge, le reseau A’ C(K)-critique defini au (a) de cette propo- 
sition est permis pour l’octaedre enveloppe convexe ouverte des points 
fai’ (i = l,..., n + 1). Par definition m&me de m,,, , on en deduit 
l’inegalitt d’ < m,,, d’oh H < m,,, . 
de (ii). Esquissons-la. Elle consiste a montrer que, dans la preuve 
de la proposition 3.1, si les cii’ sont choisis de facon que le reseau critique 
les contenant ne contient aucun point dans l’enveloppe convexe des rii’ 
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a part les bi’ eux-memes (cela est toujours possible), alors ou bien /1 ’^ ne 
contient aucun point sur la front&e de l’enveloppe convexe an+l des 
points f&’ a part les sommets de QC+l, ou bien (1^’ contient le point 
(0, , 1). Dans le premier cas l’indice d’ est inferieur ou tgal A E,,, ; dans le 
second, un lemme immediat du A Woods [15] montre que A(C(K)) = d(K) 
ce qui entraine v(C(K)) = r](K). Dans les deux cas on a I’inegalite cherchte. 
On Btudie maintenant le cas du cylindre spherique C(B,) construit sur 
la bottle unite ouverte B,, de R”. 
Rappelons d’abord quelques rtsultats concernant l’empilement des 
boules. On dtsigne par J, , resp. H, le volume, resp. la surface a n - 1 
dimensions de B, ; on a J, = rN2/~(n/2 + l), H, = 2+J2[.Qz/2) oti 
x w  F(X) est la fonction eulerienne F. On designe par u, la constante de 
Rogers definie geometriquement: T, &ant, dans Rn, le simplexe regulier 
de cot6 2, on pose a,, = (n + 1) r, oti 7, est le rapport du volume de la 
partie de T,, couverte par une boule de rayon 1 cent&e en un de ses 
sommets au volume de T, . Rogers a montre, dans 1121, que l’on a 
p(B,) < u, < (n + 2)/2( qZ)@; il a ainsi ameliore le resultat de Blichfeldt 
l-51 a qui est due la borne superieure (n + 2)/2( dZQn. 
D’autre part, d’apres Coxeter [8] et Leech 1111, si Fn(a) est la fonction 
de Schlafli qui exprime la mesure a n - 1 dimensions d’un simplexe 
spherique regulier ayant un angle diedral Cgal a 2a comme valant 
2-%!H,F,(a), on a un’ = un/Jn = 2-3n12(n!)2(n + l)‘12f,(n) oh l’on a 
podf,(sec 201) = F,(ol). On trouve ainsi, a partir deEj(ol) = (2or)/77 - l/3, 
3Fd(4) = (arc set 4)/r - 2/5, les valeurs o1 = 1, crz = rr/2 ~7, o3 = 
3 G(arc cos(l/3) - r/3), a, = (l/2) 3 4/5(arc cos(l/4) - 2~/5). 
De plus, Leech, dans [l I], a don& les valeurs de on’ pour n < 12. 
PROPOSITION 4.2. Pour /?n+l = 2%,‘(n + l)(n+1)/2/nn/2), on a I’in- 
&~lit~ rl(W,J) < 77;),+1 41(&). 
Preuve. 11 suf%t de montrer que pour K = B, et avec les notations 
de la proposition 3.1 on peut prendre /3n+l comme borne superieure de 
l’indice d’. Or le volume dun simplexe inscrit dans & est maximum quand 
ce simplexe est regulier et a ses sommets sur la front&e de B, ; le cot6 d’un 
tel simplexe vaut a = (2(n + l))/~~)l/~ et le volume d’un simplexe regulier 
de c&e a vaut (l/n!) a’@ + 1)/291/e. Cela donne 
(IZ)~/~ n! vol(T’) < (n + l)(n+1)12 
d’ou d’ < (((a + 1)(“+1)‘2)/(n)“‘2)(5*(B,)/J,> = fln+l(p(Bn)/~n) puisque 
&(B,J est Bgal a 2%,4B,); cela donne d’ < b12+1 d’apres le resultat de 
Rogers sur l’empilement des boules. 
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On a dress4 pour n < 12, le tableau des valeurs de /In+l + 1 en tenant 
compte des valeurs de Us’ donnees par Leech. 
Tableau des parties en&es de /3n+1 = 2”((n + l)ia+1)~3,nn/4) 0, (n < 12) 
n 
I l/2 4 2 
2 l/2 d\/‘; 6 d\/3 3 
3 0.1861 34.633611 4 
4 0.1312 55.901697 7 
5 0.09987 123.64651 12 
6 0.08112 268.88672 21 
I 0.06981 577.73244 40 
8 0.06326 1230.1875 77 
9 0.06007 2601.2293 156 
10 0.05953 5469.6525 325 
11 0.06137 11448.738 702 
12 0.06559 23872.849 1566 
2”((n + l)c*+ll/‘/n”/2) 
Dans R”, on note xy le produit scalaire Cy=, xi yi pour x = (x1 ,..., x,) 
et Y = ( y1 ,..., yn) et x2 pour xx de sorte que B, est defini par x3 < 1. 
On note aussi (x2)l12 par / x ( de sorte que 
W4J = {(x, x,+1) I sup(l x I, I x,+1 :) < 11. 
On pose r, = d(B,& A,+l = d(C(B,)). Soit f l’ensemble de tous les 
reseaux de Rnfl contenant n + 1 points lineairement independants 
& = (ai , I), ?!I C X ceux d’entre eux qui sont C(B,)-permis, Z C 5? ceux 
d’entre eux pour lesquels ui2 < 1 (i = l,..., n + 1); on pose 9 = ?Y n z 
et on designe par JV C 3’ les reseaux qui, de plus, possedent la propriete 
aI i: 1 et par M’ C JV ceux qui, de plus, possedent la propriM uz2 < 1. 
11 rtsulte d’un lemme de Woods [15] que ou bien d n+l = I’, oz.4 bien il existe 
un reseau C(B,J-critique appartenant a JV. On a aussi la 
PROPOSITION 5.1. On a d,+l > l/(2%,‘). 
Prewe. On sait que vol(C(B,)) = 2J, et que vol(C(B,)/2”f1d,+, ::= 
$C(B,)) < y*(C(B,)) = p(Bn) < ult d’ou le resultat. 
Notons que la proposition 5.1 permet de montrer facilement que pour 
n = 1, 2 on a les Cgalites A, = T, et d, = F, ; en effet les valeurs 
641/6/2-2 
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*1 ’ = l/2 et u2’ = l/2 AB donnent A, > 1 et A, 3 +3/2, or d, < .T’, = 1 
et A, d T’, = d/3/2. Elle ne permet pas de calculer A,,, pour n > 3. 
On sait aussi que pour /1”, E 9, si A’ contient n + 1 points lineairement 
independants &’ = (ai , 1) dans B, + enfl , I’indice de &T’ dans A’, oti 
@’ est le reseau admettant pour base les Bi’, est borne superieurement 
disons par A,,, . La methode de Woods consiste a considerer la partie 
?V de ?Y formee des reseaux L de GV pour lesquels on a (*) [L: i@‘] < An+l 
et la partie 2’ de Z formee des rtseaux pour lesquels on a (*); on a Cvidem- 
ment 9 = GY’ n Z’. 11 suffit de montrer que, pour tout A de %’ n Z’, 
on a d(A) > T, . Pour prouver l’tgalite A, = T’, c’est la methode indiquee 
que Woods a employee en prenant A4 = iFi, = 5; comme on peut prendre 
A4 = & + 1 = 4, on peut simplifier la demonstration. Que dans 1’6galitC 
que I’on veut prouver l’on peut prendre 1 < i < 7 rCsuIte de /J G- 1 = 7; 
que l’on puisse prendre i # 2 resulte du resultat signal6 de Cleaver. Nous 
allons montrer qu’on peut prendre aussi i # 5. Pour cela, la demonstration 
est assez longue, nous allons, en supposant A, < r, considerer un reseau 
R C(B,)-critique ayant cinq sommets lintairement independants 
4’7 (i2’, h3’, &‘, 6, dans B4 + e, tels que, pour 1 < i d 5, cii’ = (ui , 1) 
et que a,2 < 1 et montrer, si A??’ designe le reseau engendre par les ii’, 
que [A’: M’] = 5 est exclu. Nous supposerons de plus que les &’ sont tels 
que leur enveloppe convexe ne contienne pas d’autre point de /1 ’^ que les 
cEi’; dans ces conditions, si A& est l’enveloppe convexe des points &S%’ 
on sait que A’ ne contient aucun point, a part ses sommets, dans les faces 
(a 4 dimensions) de JJS’. Comme 5 est premier, le reseau A’ est engendre 
par les points f&‘,..., &’ et par un point B’ = &, o(iBi’J5 note 
(5; 011, 012 9 o/3, a4 9 (Ye}, ou I’on peut supposer les ai dans un systeme de 
restes mod 5 de valeur absolue minimum, C.&d. valant - 1, 0, 1 ou 2, et 
oh les 01~ ne sont pas tous nuls. De plus, d’apres la proposition 8 de [l], 
on a 5 < C&, I ai 1 < (4 - t)(5/2) + 2 infi(& I cyI I) pour t = 0, 1,2, 3,4, 
si I designe une partie a t elements pour t # 0 et I = @ pour t = 0 ce 
qui donne en particulier, en faisant t = 0, 1, Cf=, ( ai I < inf(lO, 15/2 + 
2 inf,sis, ) LX~ I). De plus aucun des oli n’est nul a cause du 
LEMME 5.1. Pour V E 9, si V est engendrk par les points cil’,..., &,I 
de B, + en,, et le point 4’ = Cy=“=, c&‘/p oic les cyi sent entiers et oh les clli et 
p sont premiers entre eux dans leur ensemble, on a SUP,<i<n+l(ai , p) < )I, . 
(A, est dans Rn la constante dejinie comme A,,, I’est dans Rn+l et (q , p) 
dksigne le p.g.c.d. de ai et de p). 
Preuve. On suppose SUpi(old , p) = (a?,+r , p) = r; alors 
n+1 
(p/r> 8' = W-1 zl %4 
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est congru mod &?Z’ au point (l/r) Cy=, c&’ avec (01~ ,..., 01, , r) = 1. De 
plus, si &‘,..., ci,‘]ndCsigne la varitte lintaire engendrte sur R par les points 
A , 
a1 ,'.., 8,’ et si I7, est l’hyperplan x,+~ = 1, C(B,) n [dr’,..., dn’lR n ITI 
est une boule qu’on note B,,-l . C(B,J n [&‘,..., B,‘lR est un ensemble 
convexe qui contient l’enveloppe convexe de gaml u (-g+r) oti --8,-, 
est le symetrique de g!n-l par rapport a On+l ; cette enveloppe convexe est 
un cylindre pour lequel I/n [cir’,..., (in’lR = I/’ doit Ctre permis. Or V’ 
contient &‘,..., 8,’ et (l/r) zy=, &‘; done r est borne superieurement 
par X, puisqu’on est rament au probleme sur les cylindres a n dimensions 
(les bornes des indices ne dependent pas du rayon ni de la hauteur des 
cylindres envisages). Notons que V/II? est cyclique et d’ordre p. 
Comme corollaire du lemme 5.1 pour p 1 h, on a O(~ # 0 pour 
i= 1 ,‘.., n + 1 car, sinon, on aurait sup&, ,p) = p > X, . Comme, 
pour n = 4, on a /I4 f 1 = 4, qu’on peut prendre X, = f14 f 1 et que 
5 > 4, dans le cas qui nous interesse aucun des ai n’est nul. 
Si x = J& xiei est un point de R” a toute permutation T de [ 1, n] on 
associe la permutation T de R” donnee par x w  T(X) = cb, x,e,ci) . 
On dit que deux suites (aI ,..., or,) et (all,..., a,l) sont Pquivalentes si 01, 
resp. 01~ designant le point de coordonnees (BJ resp. (ail) on a T& = 01 
ou 3-d = --CL 
. (l/P) CL 
Duns la suite, nous ne distinguerons pas le point 
c&’ note { p; a1 ,..., a,} et le point, dit e’quivalent { p; all,..., 01,~) 
quand Ies suites (ai) et (Q) sont Cquivalentes (ou bien ies points corres- 
pondants sont confondus ou bien ils sont symetriques par rapport a 
l’origine). 
A tout point 6 = {p; (or ,..., an) on associe le point 
Comme on peut remplacer d* par un point equivalent pour lequel i < j 
entraine / CL~ I > / 01~ / nous supposerons toujours 
I % I t I % I 2 *** 3 I “n I 
Dans la suite, nous supposons aussi que les ai et p sont premiers entre 
eux dans leur ensemble et appartiennent a un systeme de restes modulo p 
de valeur absolue minimum. Les conditions rappeltes plus haut pour la 
dimension 5 portent sur 6*. Dans ce cas, pour p = 5, puisque l’on doit 
avoir 5 < xi=, I oii 1 < 19/2 on obtient pour ri* les possibilitts 
(5; 2,2, 2,2, l}, {S; 2,2,2, 1, I}, (5; 2,2, 1, 1, 1) et (5; 2, 1, 1, 1, I}. Mais 
pourp = 5, B comme 28 permettent de dtfinir V. Or By = (5; 2, 2, 1, 1, I> 
donne (28)* = (5; 1, 1, 2, 2, 2) et B * = (5; 2, 2, 2, 2, 1) donne (2ci)* = 
(5; 1, 1, 1, 1,2}. On peut done se contenter d’examiner les deux cas 
ri* = {5,2, 1, 1, 1, l> et d* = (5; 2,2, 1, 1, 11. A ci = (5; 2, 1, 1, 1, l} 
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correspondent pour B les cinq points (5; 2, 1, 1, 1, 11, (5; 2, 1, 1, 1, -I}, 
{5;2, 1, 1, -1, --I}, {5;2, 1, -1, --I, --I> et {5;2, -1, -1, -1, -I}; 
a ci* = (5; 2, 2, 1, 1, I} correspondent pour & a priori les huit cas 
(5; 2,2, 1, 1, f}, (5; 2,2, 1, 1, -l>, (5; 2,2, 1, --I, --I}, (5; 2, 2, -1, 
-1, -l}et{5; 2, -2, 1, 1, 1),(5; 2, -2, 1, 1, -11, {5; 2, -2, 1, -1, -l}, 
(5; 2, -2, -1, -1, --I} mais les suites (2, -2, -1, -1, -1) et 
(2, -2, 1, 1, 1) sont tquivalentes (permuter les deux premiers termes 
d’une des suites) de mCme que les suites (2, -2, 1, 1, -1) et (2, -2, 
1, - 1, - 1) (permuter les termes d’indice 1 et 2 et les termes d’indice 
3 et 5) de sorte qu’on est ramene a l’examen des six premiers cas. On a 
en tout 11 cas a examiner; nous allons les Climiner individuellement et 
successivement. Pour cela nous aurons besoin de certains lemmes. 
LEMME 5.2. Pour un r&eau A de Y on a d(A) > r, si I’une des condi- 
tions suivantes est vk$t!e: 
(a) A contient lepoint (0, , x,+~) avec 1 < 1 x,+1 1 < 2, 
(b) A ne contient que des points ayant une (n + I)-Pme coordonnke 
enti&e. 
Preuve. Cas (a). Soit d la projection de A sur I& (x~+~ = 0) ffi est 
B,-permis car sinon la parallele a e,,, passant par un point de A se 
projetant (sur II,,) en un point distinct de 0, mais interieur a B, con- 
tiendrait des points de A equidistants de ) x,+r 1 < 2 done des points 
interieurs a C(B,); ainsi on a d(x) 2 r, . Or 
Cas (b). Dans ce cas A n IT0 est un reseau B,-permis done 
d(A n I&) > I’, ; or d(A) > d(A n I&). 
LEMME 5.3. Pour r entier avec 1 < r < n + 1 on dhigne par Z, 
l’ensemble des rkseaux de ST pour Iesquels il existe une partie P, d r &ments 
de [ 1, n + I] telle que Cipp, ai < r; alors 
(a) pour r, s entiers tels que 1 < s < r 6 n + 1 on a Z C Z, C Z, , 
(b) si P, est comme ci-dessus on a &,) (ai - ai)” < r2 ozl (i, j) 
parcourt les parties h deux tl&ments de P, . De plus &) (ai - aj)” = r2 
n’est possible que si CieP, ai = 0, et si simultanPment pour i E P, on a 
ai = 1. 
Preuve. (a) Comme ai2 < 1 pour i = l,..., n + 1 entrame CiGp, ai < r 
pour toute partie P, a r elements de [I, n + I], Z C Z, est evident; d’autre 
part, montrons que, pour r > 1, on a Z, C Z,, ce qui entraine le resultat. 
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Pour un element de Z, , supposons P, = [l, I]; pour une des r parties B 
r - 1 Cltments de [I, I] soit P,-, on a CiaPFT1 ui2 < r - 1 car si pour toute 
partie QrmI ti r - 1 tlkments de [l, I] on avait &OT,_l CI? > Y - 1 on 
aurait CO,-, Eio0,-, ai2) = (r - 1) xi=, ui2 > (r - 1) r: c’est exclu; cela 
montre 2, C Z,-, , 
(b) En supposant toujours P, = [1, r] cela rksulte de l’identitC 
Cl~i4i~r (ui - 4” = r CL1 ui2 - (IL, uJ2. 
Dans la suite, nous notons (4),..., (&) les 11 cas h Climiner. On dksigne 
aussi par v l’ensemble des rtseaux V de Rntl contenant &Z’ et tels que 
V/&I’ est cyclique; V est alors determind comme le rkeau engendrk par 
cil’,..., ci;,, et 6 = (l/p) Cy=:’ a,&’ oti les oli entiers appartiennent A un 
systkme de restes de valeur absolue minimum modulo p et oh le p.g.c.d. 
(a 1 ,..., %+1,P ) vaut 1. a dksigne la projection sur R” de 6’. 
(4): 6 = (5; 2, 1, 1, 1, 11. 
Ce cas s’Climine en faisant n = 4, r = 5 dans ie lemme suivant. 
LEMME 5.4. Si un rPseuu V de Z n v est de’termint par la don&e 
de 8’ = (l/r)@, + CL, &‘), 2 < r < n + 1, ou bien V n’est pus C(B,)- 
permis ou bien d(V) 2 ((r + 1)/r) I’, . 
Preuve. Pour k = l,..., n + 1, ri’ - Lik’ a pour (n + I)-time coordonnke 
l/r. Si Vest C(B,)-permis, on a done (a - ak)” > 1. Or 
$JQ - a?J2 = (l/r) a1 2 - (l/r) (il o,)8+ i uk2 
k=l 
= (l/r) (al2 + 
,&<, 6% - aJ2) 
et si V est C(B,)-permis on a aI2 + z:I~i<jgr (ui - uj)” 3 r2. Si 
&d<j(r (ui - ai)” > r2 on a une contradiction (lemme 5.3 (b)); sinon 
(xi;=, uk)2 d u12 + rELzl uk2 - r) montre, puisque xi=, uk2 < r que 
l’on a (c’,=, uk)” < al:. Mais alors r(u - a,) = C’,=, uk -- (r - 1) a, 
donne r I Q - Q, I d I ckxl ak I + (I - 111 al I < I a1 I + (r - l)l a, I done 
I a - a, 1 < / a, / < 1. Si, dans les inkgalitks prCcCdentes, il y a au moins 
une inCgalit6 stricte, 1 a - a, / < 1 et on a une contradiction; si toutes les 
inhgaliths prCctdentes sont des CgalitCs, alors C’,=, a, = CUZ~ avec cz < 0 
et I~~=I&j=)aII donne (w---l d’oh u,+~~=,~,=0, et 
8’ = (0, , (r + 1)/r)); on a alors d(V) > ((r + 1)/r) T, d’aprks la preuve 
du lemme 5.2 (a). 
(a,): ii’ = (5; 2, 1, 1, -1). 
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Ce cas s’Climine en faisant IZ = 4, r = 5 dans le lemme suivant. 
LEMME 5.5. Pour 5 < r < n + 1, WI rheau V de Z n v de’termine’par la 
don&e de 6’ = (I/r)& - 24.’ + xi=, $‘) = (l/r)(2&,’ - 8,’ + CGi &‘) 
n’est pas C(B,)-permis. 
Preuve. On montre que si Vest C(B,)-permis, on a 
C2~i<j+-l (ai -aJ 2t r2 - 2r - 5; 
or pour r > 5 on a r2 - 2r - 5 > (r - 2)2 et on obtient une contra- 
diction par le lemme 5.3. 
En effet, ri’ a pour (n + l)eme coordonnte (r - 1)/r et pour 
k = l,..., IZ + 1, 8’ - ci,’ a pour (n + 1)6me coordonnCe -l/r. Par suite, 
si Vest C(B,)-permis, on a a2 > 1 et (a - aJ2 > 1. 
Or 








r 2a2 + C (a - ati) = (2a, - a,)2 - 
k=2 
r-1 
=(2aI-aJ2+2Caj2+ C (ai-aj)'. 
i=2 2<i<j<7-1 
Par suite, si Vest C(B,)-permis, on a 
(24 -  a , ) ”  + 2 C aj2 + C (ai - aj)” > r2; 
j=2 2$i<kpl 
or I 2al - a, I d 2 I aI I + I a, I < 3 et 
T-1 
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d’oh 
2<2L @i - 
aJ2 > r2 - 2(r - 2) - 9 = r2 - 2r - 5. 
-. \ 
(ds): 6’ = (5; 2, 1, 1, -1, -I> 
Pour r = 5, on a ri’ = (l/r)(2B,’ - BP’ - S,-, + C,‘r,” cij’) et on Climine 
Ie cas indiquC en faisant n = 4, r = 5 dans le lemme suivant. 
LEMME 5.6. Pour 5 < r < n + 1, un rkseau V de Z n v d&ermine’ 
par la don&e de ci’ = (l/r)(28,’ - &’ - 6:-, + C;zi &‘) n’est pas C(B,)- 
permis. 
Preuve. 4’ a pour (n + 1)tme coordonnke (r - 3)/r et pour 
k = l,..., n + 1, ci’ - cik’ a pour (n + l)&me coordonnke -3/r; par suite, 
si V est C(B,)-permis, on a a2 >, 1 et (a - Q2 3 1. Or, pour r > 3, 
( 
r-2 
r 3a2 + C (a - ~JJ~ 
k=2 1 
r-2 
= (24 - a, - U,-~)~ + 3 C fzlc2 + C (ai - a#. 
k=2 2Qi<i<r-2 
Si Vest C(&)-permis on a done 
r-2 
T = (2a, - a, - aT-1)2 + 3 1 ak2 + 1 (ai - ai)” > r2; 
k=2 2<idg-2 
orIhl-aa,-aa,-l) 62)al) + tapi + /ar-lI <4etxLIiak2 <r-3; 
cela donne C 2<i<j<r-2 (aai - aj)” > r2 - 3(r - 3) - 16 = r2 - 3r - 7. 
Comme, pour r 3 6, on a r 2 - 3r - 7 > (r - 3)2 on peut conclure dans 
ce cas en utilisant le lemme 5.3 mais on ne peut pas conclure pour r = 5. 
Dans ce dernier cas, on a 
U = T + 3(a, - a4)2 
= 2((a, - @J2 + (a, - a4j2 + (a, - a5l2) + 622 - Q2 + 3@2’ + aa2). 
Si V est C(B,)-permis on a (a5 - a4)2 3 1 et U > 25 + 3 mais ui2 < 1 
donne (a, - a3)2 < 4 et (a2 - a3)2 + 3(u22 + as2) < 10; on en dCduit 
(aI - fqJ2 + (a, - a$ + (a, - aJ2 d (l/2)(28 - 10). Si on a une 
inkgalitk stricte on a une contradiction d’apres le lemme 5.3; mais 1’Cgalitd 
n’est possible que pour a, + a, + a5 = 0, ; on a alors 2a, - a4 - a5 = 3a, 
et (2a, - a, - Q2 = Sal2 < 9 de sorte que T 3 25 donne (a2 - a3)2 3 
25 - 6 - 9; on obtient A nouveau une contradiction. 
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(d4): d’ = (5; 2, 1, --I, -1, -I>. 
Ce cas Mimine par le lemme 5.2 (b). 
(d5): d’ = (5; 2, -1, -1, -1, -l}. 
On montre que, si V est un Cltment de Z n v d&ermine par 8’, V n’est 
pas C(.BJ-permis; on montre pour cela que si V est C(B,)-permis on a 
&(i<f<5 (ai - LZ~)~ > 16 ce qui, d’aprgs le lemme 5.3, est contradictoire. 
En effet a ’^ a pour 5” coordonnCe -2/5 et 4,’ = 26’ - ri, - dl, a pour 5” 
coordonnCe -4/5. I1 s’en suit si xk est la projection sur RP de 4,’ que I’on 
aa > 1 etxk2 2 1. Or 
T = 5 
k=2 
= 6 ki2 ak2 + 4a12 + C (ai - aJ2 
2<i<j(5 
d’oti T 3 5(2.4 + 3) = 55. Or 6 xi=, ak2 + 4a12 d 6.4 + 4 ce qui donne 
C=gi<i(5 (ai - aj)” > 55 - 28 = 27 > 16. 
(d,): d’ = (5; 2,2, 1, 1, 11. 
On montre que, si V est un Gment de Z n v dkterminh par 8, V n’est 
pas C(B,)-permis; on montre pour cela que si V est C(BJ-permis on a 
Cl$i<i~.s (a, - aJ2 > 25 ce qui, d’aprhs le lemme 5.3, est contradictoire. 
En effet, 8, &’ = 38 - xi& rii’ + cik’, 28’ - 4’ - d2’, 4’ - $’ ant 
respectivement pour 5” coordonnCe 7/5, l/5, 4/5 et 0; par suite si V est 
C(&)-permis on a xk2 3 1, (2a - aI - a2)’ > 1 et (aI - a2)2 > 1 (xk est 
la projection sur R4 de a,‘). Or, 
T = 5(6xk2 + 7(2a - a, - a2)2) + 9(a, - a2)2 
= --2(a12 + a2”) + 10(Ux2 + a42 + a:) + 4 C (ai - aj)2 
l<i<kg5 
d’oh T > 5 (6.3 + 7) + 9 = 134. Comme on a aussi 
-2(a12 + az2) 4 l.0(uS2 + at + ab2) < 30, 
OII a Cl\<i<f<h (pi - LZ~)” > (l/4)(134 - 30) > 25. 
(d,): d’ = (5; 2,2, 1, 1, -I}. 
Ce cas s’tlimine par le lemme 5.2 (b). 
(d,): ri’ = (5; 2, 2, 1, -1, -1). 
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On montre que si V est un ClCment de Z n v dbermint par 8’, Y n’est 
pas C(B&permis. On montre pour cela que si V est C(&)-permis on a 
simultankment (2~ - a, - a$ qui est 21 et ~1. Les 5” coordonnkes 
de 8’,2rs’ - 6,’ - (i2’, 8’ - &‘, & - Bz’ et 8,’ - ci,’ sont respectivement 
315, -415, -215, 0 et 0. Si V est C(B,)-permis on a done a2 2 I, 
(2a - a, - a# >, 1, (a - a3)2 3 1, (a, - a2)2 3 1 et (a4 - aJ2 > 1. 
Or 
5(a2 + (2a - a, - a2)“) + (al - a2)2 t 2(a, - a$ 
= 2u12 + 2a22 + 2u,2 + 4ah2 + 4as2 - (a, + a4 + uJ2 et 
5((U - a3)2 + 4a2) + 6(a, - az)2 + 3(a, - a$ 
= 12a12 + 12u,2 - 2a,2 + 6~7,~ + 6a,2 - 2(a, 1. a2 + a4 + uJ2. 
ui2 < 1 et VC(B,)-permis entrainent alors (a3 - a 4- +J2 < 14 - 13 = 1 
et 2(u, + u2 $ a4 + aJ2 < 36 - 2us2 - 34 soit (al A a2 + aq + aJ2 < 
1 - as2. Or 
2a - a, - a2 = (l/5)(-(0, + as + a, $ as) - (a, + u4 + as) + 3~7,) 
donne 
l2a - al - a2 I < (l/5)(/ al + a2 + a4 + a5 I + I a3 t a4 + a5 I + 3 I a3 I) 
< (l/5)(1 + (1 - u32)1’2 + 3 I a, I). 
Comme, pour 0 < x < 1, on a (1 - x2)1/2 + 3x < 101i2 < 4, si V est 
C(B,)-permis, on a j 2a - a, - u2 j ,< (l/5)(1 + 1O1/2) < 1. D’oh la 
contradiction. 
(cl,): a = (5; 2,2, -1, -1, -I>. 
On montre que si V E Z n v  est dCterminC par G’, il n’est pas 
C(B,)-permis. Pour cela on montre que V C(B&permis entraine 
Cl<i<j<g (ai - aJ2 > 25. Les 5” coordonnkes de ci’, 8’ - &‘, a ’^ - &‘, 
A I 
63’ - a4 7 8,’ - &‘, Bj’ - S,’ sont respectivement l/5, -4/5, -4/5, 0, 0 
et 0. Si V est C(B,)-permis on a done u2, (a - aJ2, (a - u~)~, (a3 - uJ2, 
(a, - u&~, (a5 - aJ2 qui sont supkieurs ou Cgaux A 1. Or, 
T = 5(13a2 + 6(u - aI)’ + 6(a - uJ2) 
+ 9((a3 - a412 + (a4 - ad2 + (4, - a3j2) 
= 10(a12 + az2) + 7(ax2 + aa + a2) ‘+ 4 C (ai - ajj2; 
l<i<i<5 
cela donne T > 5( 13 + 6 + 6) + 9.3 = 152; comme I’on a 
10(u12 + u22) + 7(a,” + ad2 + a,“) < 41, 
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on obtient z lsi<js5 (ui - ai)” t (l/4)(152 - 41) > 27. 
(c&J: d’ = (5; 2, -2, 1, I, I}. 
On montre que si V E 2 n v est dCterminC par 8’, on a 
lsg<5 ki - 42 > 25. 
\\ 
Les 5” coordonnCes de ci’, Sk’ = 28’ + $’ - bI’ - Cik’ (k = 3,4, 5), 
ci’ - ci,’ et CE,’ - riz’ sont respectivement 315, l/5, -215 et 0. Si Vest C(B,)- 
permis u2, xk2, (a - a$ et (aI - Q2 sont done suphieurs ou kgaux A 1. 
Or 
= 6u12 + 2~~~ + 2 c (ui - aj)” 
l<i<&5 
donne T > 5(2 + 2.3 + 4) + 4 = 64 et comme 6u12 + 2a22 < 8 on 
obtient &<i(s (ui - uj>” > (l/2)(64 - 8) = 28. 
(d,,): a = (5; 2, -2, 1, 1, -l}. 
On montre encore que si V est un Clement de Z n v dCterminC par ri’, 
on a ClGi<j(5 (ai - ui)” > 25. Les 5” coordonnkes de S’, B’ + h2’ - &‘, 
ci’ - S,‘, 2, = 26’ - 4, + ii,’ - dk’ + d,‘(k = 3,4),9; = 3ci’ - dl’ + 
4 - Lik’ + 8,’ (k = 3,4), &’ - Li,’ et da’ - ci,’ sont respectivement 
l/5, l/5, -4/5, 2/5, 3/5, 0 et 0. Par suite si Vest C(B,)-permis et si xk , yk 
sont respectivement les projections sur R* de &‘, &‘, u2, (a + a2 - uJ2, 
(a - Q)~, x32, xa2, ~2, yJ2, (a, - a&j2 et (a, - u.J2 sont supkrieurs ou 
kgaux k 1. Or, 
T = 8aa + 5(u + a, - aI)” + lO(u - aI)” 
+ 2(x32 + x2 + y32 + Yd2) + Wl - 4" + 2@2 - 4J2 
= 5u,2 + 3u22 - u32 - a,2 + 3u52 + c (Ui - ujy; 
l<i<kgI 
cela donne 
T > 8 + 5 + 10 + 2.4 + 2 + 2 = 35; 
comme 5uIa + 3~~~ + 3uh2 < 11, on a 
c (Ui - Uj)” > (35 - 11) + a32 + u*2. 
1<i<ig 
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Mais Cl<i<j<g (ai -- aj)” < 5 C%, u$ donne 5 EL, ui2 > 24 entrainant, 
puisque 5(a12 + u22 + u5”) < 15, us2 + ad2 3 (l/5)(24 - 15) done 
c l<i<j<g (ai - Uj)” > 24 + (l/5) 9 > 25. 
On a examine les 11 cas a considtrer et la conclusion cherchee est 
obtenue. 
Remurque. (1) Nous avons montre que si V est engendre par les 
points Bi’ = (ui , 1) (1 < i < 5) et le point ci’ = (l/p) & oiihi’, alors 
si I’indice p de V/ii@ est 5 ou bien V nest pas C(B,)-permis ou bien V 
contient un point (0, , x5) avec 1 < x5 < 2 ou bien V ne contient que des 
points ayant une 5” coordonnee entiere. Cette conclusion n’est pas possible 
pour p = 3. En effet on voit que, pour a, = (- $,g, 4, f), a, = (4, -4, 3, &), 
% = e, 4, -4, $), a, = (-4, -4, -4, -+), u5 = (-$, -i, --4, $) et 
a ’^ = (4, 4, 4, +$, 4) le reseau V qui a aussi pour base &‘, J2’, b3’, 6,’ et 6 
avec 6,’ = --ci,’ + 38 (i = I, 2, 3,4) est C(B,)-permis (notons qu’on 
a ici d(V) = 2/3 > I’,). 
(2) On avait signal6 dans [4] l’intgalite q5’(B4) < #?&. Cela reste 
une conjecture. Nous n’avons pas actuellement demontre l’exactitude 
de cette inegalite mais seulement un resultat plus faible. 
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